Ejemplo 4: Trabajo del alumno comentado

Creacion de modelos matematicos para representar los acordes
musicales mediante ondas sinusoidales

m La intreducciédn

inc(uge unas bases

Introduccién <
o fundamentos.

Partiendo de la palabra-estimulo “Armonia”, decidi estudiar la propagacion de las

ondas de sonido en el campo de la musica. Como musico entusiasta que yo mismo soy,

sentia curiosidad por comprender en mas detalle de qué modo emiten sonidos los

instrumentos electronicos. El sonido viaja como una onda transversal, asi que

basicamente adopta la misma forma que una onda sinusoidal en matemaéticas. Los

instrumentos electronicos utilizan estas ondas para generar sonidos de distintas

frecuencias, volumen y timbre.

En la mayoria de instrumentos electronicos se emplean osciladores' para producir
ondas de sonido. Estas ondas de sonido son ondas sinusoidales: cambiando la frecuencia
varia el tono de la nota, y cambiando la amplitud varia el volumen de la nota. El timbre
del sonido se modifica una vez que la onda ha salido del oscilador. La onda viaja a través
de varios filtros que van modificando el tipo de sonido. Esto permite obtener una amplia
gama de sonidos capaces de imitar distintos instrumentos. Esta tecnologia es la que se
utiliza en los teclados electronicos.

Interés

per‘sona( en el
tema, aungue
(imitade.

He decidido centrarme en la variacion de frecuencia como modo de generar distintas
notas. Al crear un modelo matematico basado en ondas sinusoidales para representar
acordes y series de notas, puedo demostrar como viajan las ondas de sonido a través del
aire y como estan relacionadas entre si las distintas ondas de frecuencia en los diversos
acordes. En concreto, voy a estudiar las relaciones que existen dentro de cada tipo de
acorde y si existe alguna diferencia entre aquellos acordes que, cuando uno los oye, Y El ohjetive general no
suenan en armonia y aquellos que se perciben como discordantes. <@———————— .ts clare en comparacitn

con (0 que se }Lace.

Investigacién
ﬂ Término no

Empecé por investigar como podia crear un modelo matematico para representar una definide que
{inica nota. Decidi utilizar la nota LA central por tener una frecuencia exacta de 440 Hz?, = no gueda claro
y por ser la nota que utilizan las orquestas occidentales para afinar. Queria que la onda para quienes no
de sonido de esta nota fuese igual a una onda sinusoidal. Para ello, habia que hacer que son miisicos.

220 Hz fuesen equivalentes a 7'(.<Est0 da lugar al siguiente grafico:

Error de tipogratia.

'http://es.wikipedia.org/wiki/Sintetizador
2 http://www.phy.mtu.edu/~suits/notefreqs.html
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AN

= BNy — ~ “on

m A/C) zgueda

1. El acorde mayor clare para gquienes

.. < . . . ne sen mistcos.
Utilizando el acorde de LA mayor, puedo estudiar la relacion que existe entre las

notas de un acorde mayor. El siguiente grafico demuestra como viaja este acorde por el
aire:

) Y Vo hay una explicacién matematica
Ecuacion 1:y = sen(x) 4 _ de cémo se determinan estas.
Ecuacion 2: y = sen(554,37/440 x)

Ecuacion 3: y = sen(659,26/440 X)<  B Wotacién incorrecta. Significa
Ecuacién 4: y=sen(2x)

SEH.3T pere deberia ser SE5H.3x .
HHO HHO
He cambiado la longitud de onda (es decir, la frecuencia) de los graficos, )
modificando el coeficiente que acompaiia a x. Para que el grafico resultante fuese lo mas

exacto posible he utilizado las frecuencias originales de las otras notas®. La siguiente
tabla contiene informacion adicional sobre las notas de este acorde.

? http://www.phy.mtu.edu/~suits/notefreqs.html
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Ejemplo 4: Trabajo del alumno comentado

Nota Semitonos que Frecuencia (Hz) Relacion de
dista de LA frecuencias B Vo hay wna
aII‘)I r(;zzrgada <+ explicacién de cémo se
( z ) determinan estos valores.
LA 0 440,00 1
DO# 4 554,37 1,25
MI 7 659,26 1,50
LA 12 880,00 2 B Los gr‘&-?icos

ne tienen relacién

con las tablas.

En este acorde parece que las razones entre las frecuencias estan cuidadosamente
espaciadas, siendo el tercer hueco del acorde igual a la suma de los otros dos huecos del El alummo
acorde. La razoén entre los huecos es 1:1:2. Esto podria sugerir el inicio de un patron.
También podria ser que el tercer hueco fuese el doble de grande que el primero o que el
segundo. Voy a pasar a analizar distintos acordes para ver si esta conjetura sigue siendo <¢——
valida. Los huecos que hay entre una razon y otra no estan directamente relacionados
con la diferencia de semitonos, puesto que los semitonos no tienen las mismas
frecuencias: la frecuencia de los semitonos diverge a medida que va aumentando la
frecuencia y las notas van adquiriendo un tono mas elevado.

cred su proplo
métods para
buscar los
patrones en

2( acor'o/ e.

2. FEl acorde menor

Los acordes menores también se considera que estan en armonia. He utilizado de
nuevo un acorde de LA y he creado un modelo matematico para representar un acorde
menor y poder asi analizar sus caracteristicas. Estas ondas tienen un aspecto muy similar
a las ondas del acorde mayor puesto que tinicamente ha cambiado una nota: el DO# ha
bajado un semitono. Por lo tanto, las curvas resultantes son muy similares a las
anteriores. El gréfico correspondiente al acorde menor tiene este aspecto:

i

E Se usan gr’é-f—’icos

trigonoméirices, pero

no se /\ace HG.C/@ con

ellos. Comprensién
limitada de las notas

que se tocan juntas.

-2

Ecuacion 1: y = sen(x)
Ecuacion 2: y = sen(523,25/440 x)
Ecuacion 3: y = sen(659,26/440 x)
Ecuacion 4: y=sen(2x)
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Ejemplo 4: Trabajo del alumno comentado

Este grafico es muy similar al del acorde mayor aunque los valores reales, que se
muestran en la siguiente tabla, son ligeramente distintos.

Nota Semitonos que Frecuencia (Hz) Razon de
dista de LA frecuencias

aproximada
(Hz/440)

LA 0 440,00 1

DO 3 523,25 1,20

MI 7 659,26 1,50

LA 12 880,00 2

De nuevo, dado que el MI que hay en medio del acorde no se ha movido, la suma de
los primeros dos huecos del acorde es igual al tercer hueco. La razén entre los huecos es
ahora 2:3:5. Sin embargo, para poner a prueba esta teoria de manera apropiada, tenemos
que analizar acordes que difieran mas drasticamente del acorde mayor original.

3. El acorde mavyor en primera inversion

|
El acorde en inversion es el mismo que el acorde mayor, salvo que las notas estan
colocadas en un orden ligeramente distinto. La primera inversion de un acorde que
comience en LA realmente estara en la nota FA mayor. El grafico correspondiente a
dicho acorde tiene este aspecto:

Ecuacion 1: y = sen(x)

Ecuacion 2: y = sen(523,25/440 x) Valor incorrects

Ecuacion 3: y = sen(698,46/440 x) < (GQ?,‘HQ en
comparacién con
la tabla.
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Nota Semitonos que Frecuencia (Hz) Relacién de
dista de LA frecuencias

aproximada
(Hz/440)

LA 0 440,00 1

DO 3 523,25 1,20

FA 8 659,26 1,60

LA 12 880,00 2

La tabla de valores correspondiente a este acorde muestra que mi conjetura original
no es valida para todos los acordes. Sin embargo, los huecos todavia mantienen una
cuidada relacion 1:2:2.

4. El acorde mayor en segunda inversioén

Este acorde, como la primera inversion, es otra reorganizacion diferente de las notas
del acorde mayor.

Ecuacion 1: y = sen(x)
Ecuacion 2: y = sen(587,33/440 x)

Repeticitn del
Ecuacioén 3: y = sen(739,99/440 x) < B} Repeticisn de

mismeo trabaie.
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Ejemplo 4: Trabajo del alumno comentado

Nota Semitonos que Frecuencia (Hz) Relacién de
dista de LA frecuencias

aproximada
(Hz/440)

LA 0 440,00 1

RE 5 587,33 1,33

FA# 9 739,99 1,67

LA 12 880,00 2

Resulta interesante observar que en este acorde las frecuencias de las notas estan
equiespaciadas, puesto que la razon entre los huecos del acorde es 1:1:1.

Voy a analizar ahora algunas notas discordantes, para ver en qué se diferencian de los

acordes que acabo de estudiar.

5. El acorde de cuarta aumentada

Este acorde también es conocido como «el acorde del Diablo», puesto que esta
considerado como el acorde con el sonido mas desagradable que hay en toda la musica.
Como consta solo de 2 notas, no se puede emplear exactamente el mismo modelo
matematico que utilizamos anteriormente, pero aun asi se puede representar

graficamente:

-T2 2

2

Ecuacion 1: y = sen(x)
Ecuacion 2: y = sen(622,25/440 x)
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Ejemplo 4: Trabajo del alumno comentado

Nota Semitonos que Frecuencia (Hz) Relacion de
dista de LA frecuencias
aproximada
(Hz/440)
LA 0 440,00 1
RE# 6 622,25 1,41

En este acorde la relacion de frecuencias no es tan precisa como en los otros acordes.

B Z{SO pobne, OIQ,

la ter‘mino(ogia.

Sin embargo, no existe necesariamente una diferencia entre los acordes que estan en
armonia y los acordes discordantes. Este acorde no se puede comparar directamente con

los otros acordes porque no consta de 3 notas, como los otros. <

6. El acorde de sexta aumentada

E Cierta reflexidn.

Voy a pasar a analizar ahora el acorde de sexta aumentada, que es otro acorde
discordante. Este acorde si que consta de 3 notas, por lo que se puede comparar mas
facilmente con los otros acordes que he analizado. Al acorde de sexta aumentada
también se le conoce como acorde de séptima dominante, y fue uno de los primeros

acordes discordantes que se utilizaron en la musica occidental.

Ecuacion 1: y = sen(x)

Ecuacion 2: y = sen(523,25/440 x)
Ecuacion 3: y = sen(739,99/440 x)

Ecuacion 4: y=sen(2x)
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Nota Semitonos que Frecuencia (Hz) Relacion de
dista de LA frecuencias

aproximada
(Hz/440)

LA 0 440,00 1

DO 3 523,25 1,2

FA# 9 739,99 1,67

LA 12 880,00 2

En este acorde no resulta tan facil establecer una relacion entre los huecos que hay
entre razones de frecuencias. Esto sugiere que los conjuntos de notas discordantes no son

. Los eflexidn acerca
tan naturales como aquellos conjuntos que suenan de manera armonica. ¢—— B R

de los resultados.

«Intervalos perfectos»

Los intervalos denominados «cuarto perfecto» y «quinto perfecto» son considerados,
como el propio nombre sugiere, como los intervalos mas armoénicos. Resulta interesante
observar en los graficos de estos intervalos que las notas del cuarto perfecto se cruzan

precisamente en 37t, mientras que las notas del quinto perfecto se cruzan en 27.

El grafico de un cuarto perfecto es:

1 N

st~ AN

32 _om 5112

Ecuacion 1: y = sen(x)
Ecuacion 2: y = sen(587,33/440 x)

El grafico de un quinto perfecto es:
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05

11m/4 13m/4

-1

Ecuacion 1: y = sen(x)
-

Falta

explicacién y se

 pierde la eportunidad

de realizar una

Ecuacion 2: y = sen(659,26/440 x)
Conclusién

Las pruebas sugieren que las notas que tradicionalmente se considera que estan «en
armoniay estan, desde un punto de vista matematico, mas «ordenadas» que aquellas que
no estan en armonia. La naturaleza matematica de las notas que estan en armonia
tradicional sugiere que a nuestro cerebro le resultan mas agradables unas ondas de sonido
que otras dependiendo de la forma en la que encajen o se acoplen las distintas notas unas
con otras. Las razones entre las distintas frecuencias incluidas en un acorde armoénico
son mas concisas que las que existen en conjuntos de notas dis&ordantes. Las ondas de

reflexién acerca de
cdmo se relacionan
los resultadss con las

conjeturas.

E /\/uevamente,

sonido que producen los osciladores tienen la misma forma que las notas generadas por
los instrumentos mecanicos, por lo que la misma nota al final le suena igual (o muy
similar) a nuestro oido. Por esta razon esta teoria no solo se aplica al sonido proveniente
de instrumentos electrénicos, sino que se puede aplicar a cualquier tipo de instrumento.

Evaluacion

Asi pues, esta claro que las relaciones matematicas que existen entre las notas
incluidas en los acordes que estan en armonia son distintas de las que existen entre las
notas que conforman los acordes discordantes. Esto significa que quizas la musica del
futuro se pueda crear de modo completamente matematico. Puede que las matematicas
puedan ayudar a determinar qué acordes y qué secuencias de acordes sonaran mejor
juntos y resultaran mas agradables al oido.

Esta investigacion ha sido muy limitada, puesto que no pude investigar en detalle
como funcionan los instrumentos electronicos y en qué se diferencian de los instrumentos
mecanicos. También me habria gustado tratar de encontrar una formula matematica que
relacionase el nimero de semitonos con las razones entre las frecuencias. Las pruebas
aqui presentadas sugieren que las notas en armonia se ajustan bien a un contexto
matematico, mientras que las notas discordantes no se ajustan. Sin embargo, esto es
Unicamente una teoria que habra que contrastar mas detenidamente. Para ampliar esta
investigacion me gustaria estudiar el area que hay entre las ondas y relacionarla con la

uso /)Obf"& d@ (a

termino(ogia.

diferencia de semitonos que hay entre las notas y las razones entre las frecuencias. <= ) Reflexisn superficial.
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